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Abstrak  
Pada paper ini akan diperkenalkan suatu ruang barisan dengan nilai pada ruang 
benorma-2 yang dibangkitkan oleh fungsi Orlicz. Diselidiki syarat-syarat agar ruang 




Konsep ruang bernorma-2 pertama kali diperkenalkan oleh Gahler pada pertengahan 
1960-an.  Diberikan X sebagai ruang linear berdimensi d, dengan 2 ≤ 𝑑 < ∞.  Norma-2 
pada ruang linear X  atas lapangan ℝ,   didefinisikan sebagai fungsi  . , .  :𝑋 × 𝑋 → ℝ, 
yang memenuhi : 
 
2-N1.  𝑥,𝑦 = 0 ⇔ 𝑥,𝑦 𝑠𝑎𝑙𝑖𝑛𝑔 𝑡𝑎𝑘 𝑏𝑒𝑏𝑎𝑠 𝑙𝑖𝑛𝑒𝑎𝑟, ∀𝑥,𝑦 ∈ 𝑋. 
2-N2.  𝑥,𝑦 =  𝑦, 𝑥 ,∀𝑥,𝑦 ∈ 𝑋. 
2-N3.  𝛼𝑥,𝑦 =  𝛼  𝑥,𝑦 ,∀𝑥,𝑦 ∈ 𝑋,𝛼 ∈ ℝ . 
2-N4.  𝑥,𝑦 + 𝑧 =  𝑥,𝑦 +  𝑥, 𝑧 ,∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 
 
Selanjutnya, pasangan dari  𝑋,  . , .    disebut sebagai ruang bernorma-2.    
Contoh standar dari ruang bernorma-2 (lihat [1]) adalah ruang ℝ2, dengan norma-2 
didefinisikan sebagai:   
 𝑥,𝑦 = 𝑙𝑢𝑎𝑠 𝑑𝑎𝑒𝑟𝑎𝑕 𝑠𝑒𝑔𝑖𝑡𝑖𝑔𝑎 0, 𝑥,𝑑𝑎𝑛 𝑦. 
 
Diberikan suatu fungsi 𝑀:  0,  ∞ →  0,  ∞   disebut fungsi Orlicz, jika untuk 𝑥, 𝑦 ∈ 0,  ∞ , 
memenuhi : 
FO1.  M merupakan fungsi kontinu. 
FO2.  M merupakan fungsi naik. 
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FO3.  M merupakan fungsi konveks. 
FO4. 𝑀 0 = 0. 
FO5. 𝑀 𝑥 > 0,∀𝑥 > 0. 
FO6. lim𝑥→∞𝑀 𝑥 = ∞. 
 
Telah banyak penelitian  mengenai ruang barisan yang dibangun oleh fungsi Orlics atas 
ruang bernorma-2 ataupun ruang bernorma-n, lihat [2], [3], [4],[5]. Namun ruang yang 
dibangun masih merupakan ruang bagian dari ruang semua barisan real/komplex.  
 
Pada makalah ini akan dibentuk suatu ruang barisan yang didefinisikan dengan fungsi 
Olicz.   Ruang barisan yang terbentuk merupakan himpunan bagian dari himpunan  
semua barisan pada ruang bernorma-2. Diberikan ruang bernorma-2 X, didefinisikan 
himpunan semua barisan pada X sebagai : 
𝜔 𝑋 =  𝑥 =  𝑥𝑘 : 𝑥𝑘 ∈ 𝑋,𝑘 ≥ 1 . 
Lebih lanjut  𝜔 𝑋  merupakan ruang linear atas lapangan real, dengan operasi 
penjumlahan dan perkalian scalar pada barisan.    
Diberikan fungsi Orlicz M. Fungsi M dikatakan memenuhi kondisi ∆2, ditulis  M ∈  ∆2 
jika ∃K > 0 sehingga M 2x ≤ K ∙ M x , untuk setiap x ≥ 0.  Fungsi 𝜌:𝑋 →  0,  ∞   
dikatakan sebagai modular jika ∀𝑥,𝑦 ∈ 𝑋 berlaku : 
M1. 𝜌 𝑥 = 0 ⟺ 𝑥 = 𝜃. 
M2. 𝜌 𝛼𝑥 =  𝜌 𝑥 ,∀ 𝛼 ∈ ℝ,    𝛼 = 1. 
M3.  𝜌 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦  ≤  𝜌 𝑥 +  𝜌 𝑦 , 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝛼 + 𝛽 = 1 𝑑𝑎𝑛 𝛼 ≥ 0,𝛽 ≥ 0. 
Dibentuk suatu himpunan yang terbangun oleh fungsi Orlicz pada 𝜔 𝑋  sebagai berikut 
: 




 𝑀  𝑥𝑘 , 𝑧𝑘  
𝑁
𝑘=1
= 0,∀𝑧 ∈ 𝜔 𝑋   
Dalam makalah ini akan diselidiki apakah himpunan ℓ𝑀 𝑋  seperti yang didefinisikan 
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PEMBAHASAN  
Teorema 2.1: Diberikan X merupakan ruang bernorma-2, fungsi Orlicz  M ∈  ∆2. 




 𝑀  𝑥𝑘 , 𝑧𝑘  
𝑁
𝑘=1
,∀𝑥, 𝑧 ∈  𝜔 𝑋 , 
merupakan  modular.  
Bukti :  (1) Di ambil sebarang  𝑥, 𝑧 ∈  𝜔 𝑋 ,  maka  












⟺    𝑀  𝑥𝑘 , 𝑧𝑘  = 0  
⟺  𝑥𝑘 , 𝑧𝑘 = 0 
⟺ 𝑥𝑘 , 𝑧𝑘  𝑠𝑎𝑙𝑖𝑛𝑔 𝑡𝑎𝑘 𝑏𝑒𝑏𝑎𝑠 𝑙𝑖𝑛𝑒𝑎𝑟 
 ⟺ 𝑥𝑘 = 0,∀𝑘 
⟺ 𝑥 = 𝜃. 

















 𝑀  𝑥𝑘 , 𝑧𝑘  
𝑁
𝑘=1
= 𝜌𝑁 𝑥  
 
(3).  Diambil sebarang  𝑥,𝑦 ∈ 𝜔 𝑋 ,   dan  𝛼 + 𝛽 = 1 𝑑𝑎𝑛 𝛼 ≥ 0,𝛽 ≥ 0, maka  
𝜌𝑁 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 =
1
𝑁
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= 𝜌𝑁 𝑥 + 𝜌𝑁 𝑦 .  
 
Berdasarkan (1), (2) dan (3) terbukti 𝜌𝑁 𝑥  modular.∎ 
 
Teorema 2.2: Diberikan X merupakan ruang bernorma-2, fungsi Orlicz  M ∈  ∆2. Maka 
ℓ𝑀 𝑋  merupakan ruang linear atas lapangan real.  
Bukti: (1) Diambil sebarang 𝑥 ∈ ℓ𝑀 𝑋  dan 𝛼 ∈ ℝ, maka untuk 𝛼 = 0 trivial. Untuk  
𝛼 ≠ 0 maka ada 𝑛0 ∈ ℕ sehingga  𝛼 ≤ 2
𝑛0 . Karena  M ∈  ∆2 maka untuk setiap 
𝑥 ∈ ℓ𝑀 𝑋  dan 𝑧 ∈ 𝜔 𝑋  terdapat 𝐾 > 0, sehingga :  
𝑀  𝛼𝑥𝑘 , 𝑧𝑘  = 𝑀  𝛼  𝑥𝑘 , 𝑧𝑘  ≤ 𝑀 2
𝑛0 .  𝑥𝑘 , 𝑧𝑘  ≤ 𝐾
𝑛0𝑀  𝑥𝑘 , 𝑧𝑘  . 























 𝑀  𝑥𝑘 , 𝑧𝑘  
𝑁
𝑘=1 = 0. 
Dengan kata lain 𝛼𝑥 ∈ ℓ𝑀 𝑋 . 
(2) Diambil sebarang 𝑥,𝑦 ∈ ℓ
𝑀
 𝑋  maka untuk setiap   𝑧 ∈ 𝜔 𝑋 , 
𝜌𝑁 𝑥 + 𝑦 =
1
𝑁




















 𝑀 2𝑚𝑎𝑥  𝑥𝑘 , 𝑧𝑘 ,  𝑦𝑘 , 𝑧𝑘   
𝑁
𝑘=1
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 𝑀  𝑥𝑘 + 𝑦𝑘 , 𝑧𝑘  
𝑁
𝑘=1
















Dengan kata lain 𝑥 + 𝑦 ∈ ℓ
𝑀
 𝑋 . 
Berdasar (1) dan (2) terbukti ℓ𝑀 𝑋  ruang linear. ∎ 
 
Selanjutnya didefinisikan fungsi   𝜌 𝑥 =𝑁≥1
𝑆𝑢𝑝 1
𝑁
 𝑀  
𝑥𝑘
𝜀
, 𝑧𝑘  
𝑁
𝑘=1 ,∀𝑥, 𝑧 ∈  𝜔 𝑋 , dan 
𝜌 juga merupakan modular 𝜔 𝑋 . 
Teorema 2.3: Diberikan X merupakan ruang bernorma-2, fungsi Orlicz  M ∈  ∆2. Maka 
ℓ𝑀 𝑋   merupakan ruang bernorma dengan norma: 






 𝑀  
𝑥𝑘
𝜀
, 𝑧𝑘  ≤
𝑁
𝑘=1
1,∀𝑥, 𝑧 ∈  𝜔 𝑋  . 
Bukti : (1) Diambil sebarang 𝑥 ∈ ℓ𝑀 𝑋 . Jika 𝑥 = 𝜃, maka ∀𝜀 > 0, berlaku 
1
𝑁
 𝑀  
𝑥𝑘
𝜀





 𝑀  
0
𝜀




























 𝑀  
𝑥𝑘
𝜀
, 𝑧𝑘  ≤
𝑁
𝑘=1
1,∀𝑥, 𝑧 ∈  𝜔 𝑋  = 0. 
Sebaliknya , jika  






 𝑀  
𝑥𝑘
𝜀
, 𝑧𝑘  ≤
𝑁
𝑘=1
1,∀𝑥, 𝑧 ∈  𝜔 𝑋  = 0. 
Diambil sebarang  𝜇 ∈ (0,1), maka 𝜇 bukan batas bawah himpunan 
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 𝑀  
𝑥𝑘
𝜀
, 𝑧𝑘  ≤
𝑁
𝑘=1
1,∀𝑥, 𝑧 ∈  𝜔 𝑋   






 𝑀  
𝑥𝑘
𝜀
, 𝑧𝑘  ≤
𝑁
𝑘=1 1,∀𝑥, 𝑧 ∈  𝜔 𝑋  , 






 𝑀  
𝑥𝑘
𝑡0
, 𝑧𝑘  ≤
𝑁
𝑘=1  𝜇. 
Karena M fungsi naik  maka 
1
𝑁





 𝑀  
𝑥𝑘
𝑡0







 𝑀  𝑥𝑘 , 𝑧𝑘  ≤
𝑁
𝑘=1  𝜇,∀𝜇 ∈ (0,1), maka 
1
𝑁
 𝑀  𝑥𝑘 , 𝑧𝑘  = 0
𝑁
𝑘=1 , sehingga, 
𝑀  𝑥𝑘 , 𝑧𝑘  = 0 ⟺  𝑥𝑘 , 𝑧𝑘 = 0 ⟺ 𝑥 = 𝜃. 
(2).  Diambil sebarang 𝑥 ∈ ℓ𝑀 𝑋  dan 𝛼 ∈ ℝ. Jika 𝛼 = 0, maka  
 𝛼𝑥 = 𝑖𝑛𝑓  𝜀 > 0| 𝜌 0 =𝑁≥1
𝑆𝑢𝑝 1
𝑁
 𝑀  0, 𝑧𝑘  ≤
𝑁
𝑘=1
1,∀𝑥, 𝑧 ∈  𝜔 𝑋  = 0 
= 0 𝑥 =  0  𝑥 =  𝛼  𝑥 . 
Jika 𝛼 ≠ 0, maka  
 𝛼𝑥 = 𝑖𝑛𝑓  𝜀 > 0| 𝜌 𝛼𝑥 =𝑁≥1
𝑆𝑢𝑝 1
𝑁
 𝑀  
𝛼𝑥𝑘
𝜀
, 𝑧𝑘  ≤
𝑁
𝑘=1
1,∀𝑥, 𝑧 ∈  𝜔 𝑋   
= 𝑖𝑛𝑓  𝜀 > 0| 𝜌 𝛼𝑥 =𝑁≥1
𝑆𝑢𝑝 1
𝑁
 𝑀  
𝛼
𝜀
  𝑥𝑘 , 𝑧𝑘  ≤
𝑁
𝑘=1
1,∀𝑥, 𝑧 ∈  𝜔 𝑋   






 𝛼  
 𝑥𝑘 , 𝑧𝑘  ≤
𝑁
𝑘=1
1,∀𝑥, 𝑧 ∈  𝜔 𝑋   






 𝑥𝑘 , 𝑧𝑘  ≤
𝑁
𝑘=1
1,∀𝑥, 𝑧 ∈  𝜔 𝑋   






 𝑥𝑘 , 𝑧𝑘  ≤
𝑁
𝑘=1
1,∀𝑥, 𝑧 ∈  𝜔 𝑋   
=  𝛼 𝑖𝑛𝑓  𝑡: 𝑡 > 0| 𝜌 𝛼𝑥 =𝑁≥1
𝑆𝑢𝑝 1
𝑁
 𝑀  
𝑥𝑘
𝑡
, 𝑧𝑘  ≤
𝑁
𝑘=1
1,∀𝑥, 𝑧 ∈  𝜔 𝑋   
                       = 𝛼  𝑥 . 
(3). Diambil sebarang 𝑥,𝑦 ∈ ℓ
𝑀
 𝑋 . Dipilih sebarang  𝜇, 𝜋 > 0, sehingga  
 𝜌 𝑥 =𝑁≥1
𝑆𝑢𝑝 1
𝑁
 𝑀  
𝑥𝑘
𝜇
, 𝑧𝑘  ≤
𝑁
𝑘=1
1,∀𝑥, 𝑧 ∈  𝜔 𝑋  
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 𝜌 𝑦 =𝑁≥1
𝑆𝑢𝑝 1
𝑁
 𝑀  
𝑦𝑘
𝜋
, 𝑧𝑘  ≤
𝑁
𝑘=1
1,∀𝑥, 𝑧 ∈  𝜔 𝑋 . 












, 𝑧𝑘  ≤ 𝑀   
𝑥𝑘
𝜀
, 𝑧𝑘 +  
𝑦𝑘
𝜀
, 𝑧𝑘   












, 𝑧𝑘   
















 𝑀   
𝑥𝑘
𝜇
, 𝑧𝑘  +  
𝜋
𝜇 + 𝜋
 𝑀   
𝑦𝑘
𝜋





 𝑀  
𝑥𝑘 + 𝑦𝑘
𝜀




 ≤  𝑁≥1
𝑆𝑢𝑝 1
𝑁
   
𝜇
𝜇 + 𝜋
 𝑀   
𝑥𝑘
𝜇
, 𝑧𝑘  +  
𝜋
𝜇 + 𝜋
 𝑀   
𝑦𝑘
𝜋










 𝑀  
𝑥𝑘
𝜇









 𝑀  
𝑦𝑘
𝜋







 𝑀  
𝑥𝑘
𝜇






 𝑀  
𝑦𝑘
𝜋






𝑖𝑛𝑓  𝜀 > 0| 𝑁≥1
𝑆𝑢𝑝 1
𝑁
 𝑀  
𝑥𝑘 + 𝑦𝑘
𝜀
, 𝑧𝑘  ≤
𝑁
𝑘=1
1,∀𝑥, 𝑧 ∈  𝜔 𝑋   
≤  𝑖𝑛𝑓  𝜇 > 0| 𝑁≥1
𝑆𝑢𝑝 1
𝑁
 𝑀  
𝑥𝑘
𝜇
, 𝑧𝑘  ≤
𝑁
𝑘=1
1,∀𝑥, 𝑧 ∈  𝜔 𝑋  
+ 𝑖𝑛𝑓  𝜋 > 0| 𝑁≥1
𝑆𝑢𝑝 1
𝑁
 𝑀  
𝑦𝑘
𝜋
, 𝑧𝑘  ≤
𝑁
𝑘=1
1,∀𝑥, 𝑧 ∈  𝜔 𝑋  . 
Dengan kata lain, terbukti bahwa  𝑥 + 𝑦 ≤  𝑥 +  𝑦 . 
Berdasar (1), (2) dan (3) terbukti bahwa ℓ𝑀 𝑋  ruang bernorma. ∎ 
 
KESIMPULAN 
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Pada makalah ini baru dibuktikan bahwa ℓ𝑀 𝑋  merupakan ruang linear dan ruang 
bernorma. Selanjutnya akan diselidiki bahwa ℓ𝑀 𝑋  merupakan ruang F.   
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